174 Capitulo 3 Aplicaciones de la derivada

Para maximizar la utilidad hacemos dP/dx = 0 y resolvemos. Esto da x = 975
como el tnico punto critico a considerar. Este proporciona un maximo, como puede
verificarse por medio del criterio de la primera derivada. La utilidad maxima es

P(975) = $1898.25.

Observe que en x = 975 tanto el ingreso como el costo marginales son $1.10. En
general, una compaiia debe esperar el nivel de utilidad méaxima cuando el costo de
producir una unidad adicional es igual al ingreso proveniente de esa unidad.

Revision de conceptos

1. Siunrectangulo de drea 100 tiene largo x y ancho y, entonces
los valores admisibles para x son

2. Elperimetro P del rectangulo de la pregunta 1 expresado en
términos (s6lo) de x esta dado por P =

3. Larecta de minimos cuadrados que pasa por el origen mini-
n

miza S = 2(7)2

i=1

se denomina

dR d
4. En economia, — se denomina y ix
X

Conjunto de problemas 3.4

@Encuentre dos nimeros cuyo producto sea —16 y cuya suma
de sUS cuadrados sea minima.

2. (Para qué nimero la raiz cuadrada principal excede en la
mayor cantidad posible a ocho veces el nimero?

3. (Para qué nimero la raiz cuarta principal excede en la mayor
cantidad posible al doble del niimero?

4. Encuentre dos niimeros cuyo producto sea —12 y la suma de
sus cuadrados sea minima.

@Encuentre los puntos sobre la pardbola y = x* que estén mas
cerca al punto (0,5). Sugerencia: minimice el cuadrado de la distancia
entre (x,y) y (0,5).

6. Encuentre los puntos sobre la parabola x =2)” que estén més
cerca al punto (10, 0). Sugerencia: minimice el cuadrado de la distan-
cia entre (x,y) y (10, 0).

7. (Qué nimero excede a su cuadrado en la mayor cantidad?
Comience por convencerse de que este niimero estd en el intervalo
[0,1].

8. Muestre que para un rectdngulo de perimetro dado K, aquel
de drea maxima es un cuadrado.

9. Determine el volumen de la mayor caja abierta que pueda
fabricarse con una pieza de cartén de 24 pulgadas cuadradas, recor-
tando cuadrados iguales a partir de las esquinas y doblando hacia
arriba los lados (véase el ejemplo 1).

Un granjero tiene 80 pies de malla de alambre con la cual
plan€a encerrar un corral rectangular a un lado de su establo de 100
pies de largo, como se muestra en la figura 18 (el lado a lo largo del
establo no necesita valla). ; Cudles son las dimensiones del corral que
tiene drea maxima?
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Figura 18

11. El granjero del problema 10 decide hacer tres corrales idén-
ticos con sus 80 pies de malla de alambre, como se muestra en la figu-

ra 19. ;Qué dimensiones del drea total encerrada hacen el drea de los
corrales tan grande como sea posible?
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Figura 19

12. Suponga que el granjero del problema 10 tiene 180 pies de
cerca de alambre y quiere que el corral quede contiguo a todo el lado
del establo de 100 pies, como se muestra en la figura 20. ;Cudles
deben ser las dimensiones para tener drea maxima? Observe que en

este caso 0 = x =40.

13. Un granjero desea cercar dos corrales rectangulares idénti-
cos, cada uno con un area de 900 pies cuadrados, como se muestra en
la figura 21. ;Cuadles son los valores de x y y, de modo que se requie-
ra la menor cantidad de valla?
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14. Un granjero desea cercar tres corrales rectangulares adya-
centes idénticos (véase la figura 22), cada uno con un drea de 300 pies
cuadrados. ;Cudles deben ser el ancho y el largo de cada corral, de
modo que se ocupe la menor cantidad de valla?

15. En el problema 14, suponga que la cerca exterior de los co-
rrales requiere una valla més firme que cuesta $3 por pie, pero que
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las dos particiones internas necesitan una cerca que cuesta sélo $2
por pie. ;Qué dimensiones de x y y produciran el costo mas econémi-
co para los corrales?

16. Resuelva el problema 14, suponiendo que el drea de cada co-
rral es de 900 pies cuadrados. Estudie la solucién de éste y del proble-
ma 14; ademads, haga una conjetura acerca de la razén x/y en todos los
problemas de este tipo. Demuestre su conjetura.

Determine los puntos Py Q enlacurvay=x%/4,0 < x < 2 \/g,
que estdn mds cerca y mds lejos del punto (0, 4). Sugerencia: el dlge-
bra es mas sencilla si considera el cuadrado de la distancia requerida
en lugar de la distancia misma.

18. Un cono circular recto serd inscrito en otro cono circular rec-
to de volumen dado, con los mismos ejes y con el vértice del cono in-
terior tocando la base del cono exterior. ;Cudl debe ser la razén entre
sus alturas para que el cono inscrito tenga volumen méaximo?

Una pequena isla estd a 2 millas del punto mds cercano, P, de
una playa rectilinea de un gran lago. Si una mujer en la isla puede re-
mar en una lancha a 3 millas por hora y caminar 4 millas por hora,
ien donde debe desembarcar en el bote para llegar, en el menor
tiempo, a un pueblo que estd a 10 millas, medidas sobre la playa, del
punto P?

20. En el problema 19 suponga que, cuando llegue a la playa, la
mujer serd recogida por un automovil que promedia 50 millas por
hora. Entonces, ;en donde debe desembarcar?

@ En el problema 19, suponga que la mujer utiliza una lancha
de otor, que viaja a 20 millas por hora. Entonces, jen donde debe
desembarcar?

22. Una central eléctrica estd situada en una ribera de un rio rec-
tilineo que tiene w pies de ancho. Una fébrica estd situada en la ribe-
ra opuesta del rio, L pies rio abajo del punto A, que estd enfrente a la
central eléctrica. ; Cudl es la ruta mds econdmica para conectar un ca-
ble de la central a la fébrica, si cuesta a ddlares por pie tender el ca-
ble bajo el agua y b ddlares por pie en tierra (a > b)?

23. A las 7:00 a. m., un barco estaba a 60 millas al este de un se-
gundo barco. Si el primer barco navega hacia el oeste a 20 millas por
hora y el segundo navega con rumbo sureste a 30 millas por hora,
;cudndo estardn mds cerca uno del otro?

Encuentre la ecuacién de la recta que es tangente a la elipse
b a’y* = a*b” en el primer cuadrante y que forma con los ejes de
coordenadas el tridngulo con menor drea posible (a y b son constan-
tes positivas).

25. Encuentre el volumen médximo que puede tener un cilindro
circular recto, si esta inscrito en una esfera de radio r.

26. Demuestre que el rectdngulo con perimetro méaximo que
puede inscribirse en un circulo es un cuadrado.

27. (Cudles son las dimensiones de un cilindro circular recto, con
mayor drea de superficie, que puede inscribirse en una esfera de ra-
dio r?

28. La iluminacién en un punto es inversamente proporcional al
cuadrado de la distancia del punto a la fuente luminosa y directamente
proporcional a la intensidad de la fuente. Si dos fuentes luminosas es-
tan separadas s pies y sus intensidades son I; e I, respectivamente,
¢;en qué punto entre ellas la suma de sus iluminaciones serd minima?

, Un alambre de 100 centimetros de largo se corta en dos pe-
daz8s; uno se dobla para formar un cuadrado y el otro se dobla para
formar un tridngulo equildtero. ;En donde debe hacerse el corte si
(a) la suma de las dos dreas debe ser minima; (b) méxima? (Cabe la
posibilidad de no cortar).

Seccion 3.4 Problemas practicos 175

Una caja cerrada en forma de paralelepipedo rectangular
con base cuadrada tiene un volumen dado. Si el material utilizado para
el fondo cuesta 20% mds por pulgada cuadrada que el material para los
lados y el material de la tapa cuesta 50% mads por pulgada cuadrada
que cada lado, encuentre las proporciones mas econémicas para la
caja.

31. Un observatorio debe tener la forma de un cilindro circular
recto, coronado por un domo semiesférico. Si el domo semiesférico
cuesta el doble por pie cuadrado que las paredes cilindricas, jcudles
son las proporciones mds econdmicas para un volumen dado?

@ Una masa conectada a un resorte se mueve a lo largo del eje
x, d®modo que su abscisa en el instante  es

x = sen2t + \/3c052t

(Cudl es la mayor distancia del origen que alcanza la masa?

33. Una jardinera tendrd la forma de un sector circular (una re-
gi6n en forma de rebanada de pastel) de radio r y dngulo en el vérti-
ce de 6. Encuentre ry 0, si su drea, A, es constante y el perimetro es
minimo.

, Una barda de £ pies de altura corre paralela a un edificio alto
y a wpies de €l (véase la figura 23). Encuentre la longitud de la esca-
lera mds corta que llegue del suelo hasta la pared del edificio, pasan-
do por encima de la barda.
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Figura 23

35. Un rectangulo tiene dos vértices sobre el eje x y los otros dos
en la parabola y = 12 — ¥, con y = 0 (véase la figura 24). ; Cudles son
las dimensiones del rectdngulo de este tipo con drea méaxima?

Figura 24 Figura 25

36. Un rectdngulo se inscribird en un semicirculo de radio r, co-
mo se muestra en la figura 25. ;Cudles son las dimensiones del rec-
tangulo, si su drea debe maximizarse?

37. De todos los cilindros circulares rectos con un drea de super-
ficie dada, determine aquel con el volumen maximo. Observacion: los
extremos de los cilindros son cerrados.

38. Determine las dimensiones del rectdngulo con mayor area
que puede inscribirse en la elipse x*/a® + y?/b* =1.

39. De todos los rectangulos con una diagonal dada, determine
aquel con el drea maxima.
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